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Problemario I

1. Supongamos que Q@ = AU By P(AN B) = 0.2. Hallar:
(a) El maximo valor posible para P(B), de tal manera que se cumpla
P(A) > P(B).
(b) P(A°), sabiendo que P(B) = 0.7
(¢) P(A°N B°)

2. Dado que: Q=AUBUC, P(A)=P(B)=P(C)=np,
P(ANB)=P(ANC)=P(BNC)=q y P(ANBNC)=z. Hallar:

3. Se sientan 4 personas, al azar, en 4 sillas que llevan sus nombres (una silla con
cada nombre). ;Que probabilidad hay de que alguna de las personas quede en
la silla con su nombre?

4. La siguiente tabla contiene las probabilidades correspondientes a las intersec-
ciones de los eventos indicados:

B[ B

Al 04 ] 02

A 10.15 | 0.25
(a) Hallar P(A | B)
(b) Hallar P(B | A)
(c) Hallar P(A¢ | B)
(d) Hallar P(B° | A)

5. n personas se sientan al azar en una fila de 2n asientos. Hallar la probabilidad
de que no queden 2 personas en sillas contiguas.

6. En el lanzamiento de un par de dados, encuentre la probabilidad de que:
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(a) La suma de los dados sea 7

(b) La diferencia entre las caras sea mayor que tres.
Se lanza una moneda 8 veces, hallar la probabilidad de que:

(a) se obtengan exactamente 5 caras,

(b) se obtengan a lo sumo 4 sellos.

Las barajas de poker constan de 52 cartas (no incluimos los comodines), dis-
tribuidas como sigue: se tienen 4 pintas: corazon (©), diamante (<»), trébol (&)
y pica (#). De cada pinta hay 13 cartas denominadas 1,2,...,10, J, Q y K. Se
reparten al azar 5 cartas (una mano) a cada jugador. Hallar la probabilidad de
que en una mano el jugador I reciba:

(a) ninguna pica,
(b) al menos 2 picas,

(c) 3 cartas del mismo nimero (un trio) y otras dos cartas con ntimeros dis-
tintos al del trio y distintos entre si. Por ejemplo, {30, 3, 3&, 5, Q< }
es una mano incluida en el evento que nos interesa. (x)?

La urna I contiene r bolas rojas y b blancas. La urna II contiene, inicialmente,
una bola roja y una blanca. Se toma una bola al azar de la urna I y se pasa a
la II, luego se extrae una bola al azar de la urna II y resulta ser blanca. Cual
es la probabilidad de que la bola pasada de la urna I a la II haya sido blanca?

Las llamadas telefonicas a una empresa son recibidas por tres recepcionistas
A, B y C, de tal manera que de las 200 llamadas recibidas en un dia, 60 son
atendidas por la recepcionista A, 80 por B y las restantes por C. La recepcionista
A se equivoca al pasar la llamada en un 2% de las veces, la recepcionista B en
un 5% y la C en un 3%. Hallar la probabilidad de que al pasar una llamada
recibida en la empresa, ésta sea pasada al lugar equivocado

Una urna contiene inicialmente r bolas rojas y b blancas. Se extraen 5 bolas,
una por una, al azar, sin remplazo.

(a) Hallar la probabilidad de que la secuencia sea RBRBR (Primera Roja,
Segunda Blanca,...).

(b) Hallar la probabilidad de que la secuencia sea RRRBB. Compare con (a).
Generalize.

'El stmbolo * significa que el problema (o la parte indicada del mismo) es relativamente dificil,
y puede considerarse opcional.
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(c) Ahora se extraen al azar, una por una y sin remplazo, todas las bolas de
la urna. Diga porque todas las secuencias de extraccion tienen la misma
probabilidad.

(d) ;Cual es la probabilidad de que la ltima bola extraida sea roja?

Un virus peligroso estd presente en el 0.01% de la poblacién nacional. Se tiene
una prueba clinica para detectar la presencia del virus, y esta prueba es correcta
en el 99% de los casos (: entre los portadores del virus, la prueba d& positivo el
99% de las veces y entre los no portadores da negativo el 99% de las veces). Un
individuo tomado al azar en la poblacién, es sometido a la prueba y el resultado
de esta es positivo. Al conocer el resultado de la prueba, jcual es la probabilidad
de que este individuo sea realmente un portador del virus?. Comente sobre el
valor de esta probabilidad.

Existen 2 caminos para ir de A hasta B, y 2 caminos para ir desde B a C. Cada
uno de los caminos tiene probabilidad p de estar bloqueado, independientemente
de los otros. Hallar la probabilidad de que haya un camino abierto de A a B,
dado que no hay camino de A a C.

Se recibe un lote de 1000 artefactos, de los cuales 60 estan danados. Para decidir
si aceptamos o no el lote se seleccionan 200 artefactos al azar, sin remplazo,
rechazando el lote si mas de 2 estan danados. Hallar la probabilidad de aceptar
el lote.

Consideremos una sucesion de experimentos independientes consistentes en el
lanzamiento de dos dados. En este juego se gana si la suma de los dados es 7.
Hallar:
(a) la probabilidad de ganar por vez primera, en un intento posterior al 12do.
(b) La probabilidad de haber ganado 2 veces en 20 intentos.
(c) en 10 intentos, la probabilidad de haber ganado 3 6 més veces.
Una unidad de mantenimiento sabe que cada falla reportada tiene probabilidad
0.15 de ser falsa alarma. Si la unidad acepta 25 solicitudes de mantenimiento

por dia y solo dispone del tiempo para atender 20 fallas reales, determine: ;Cual
es la probabilidad de que todas las fallas reales sean atendidas?

Un estanque contiene 500 peces de los cuales 300 estan marcados. Un pescador
logra sacar 50 peces. Hallar la probabilidad de que:

(a) 20 de los peces esten marcados,

(b) ninguno de los peces este marcado.



18.

19.

20.

Un lector optico falla en la lectura del cédigo de barras, con una probabilidad
de 0.01.

(a) ;Cual es la probabilidad de que el lector falle solo una vez en las primeras
10 lecturas?

(b) ;Cual es la probabilidad de que el lector no falle en las primeras 20 lecturas
dado que en las primeras 10 lecturas, el lector no fallo.

Un deposito guarda 1000 articulos, 100 de los cuales son defectuosos. Un ins-
pector toma uno de los articulos al azar, y si no es defectuoso lo devuelve al
lote. Sea N el numero de inspecciones de objetos no defectuosos, que se realizan
antes de encontrar el primer objeto defectuoso. Calcular la probabilidad de tener
25 < N < 60.

En un colegio de Artes estan matriculados 300 hombres y 700 mujeres. Se eligen
25 estudiantes al azar, hallar la probabilidad de que 15 6 més de los elegidos
sean mujeres si:

(a) el muestreo se hace con remplazo.

(b) el muestreo se hace sin remplazo.



Soluciones

Se incluyen soluciones completas para los problemas impares y el resultado para los
problemas pares.

1. (a) Como ©Q = AU B, por la formula para la probabilidad de la unién de
eventos disjuntos, tenemos 1 = P(A\ B) + P(B\ A) — P(AN B), de donde
P(A\ B)+ P(B\ A) = 0.8. Para no violar la condicién P(A) > P(B), debemos
tener P(A\ B) > P(B\ A). Por tanto el mayor valor que podemos asignar a
P(B\ A) es 0.4, con lo que resulta P(B) = 0.6.

(b) Otra vez usamos 2 = A U B, para decir que el conjunto universal puede
escribirse como la unién de tres partes disjuntas:

Q=(A\B)U(B\ A)U(ANB). (1)

De las tres partes de 2 en (1), la inica que no esta en A es (B\ A) y, por lo tanto,
en nuestro caso A =Q\ A= B\ A,y P(A°) = P(B\A) = P(B)—P(ANB) =

0.5.
(c) Por la férmula de De Morgan, AN B¢ = (AU B)¢ = Q¢ = () y, por tanto
P(A°N B¢) = 0.

2. Laidea en este problema es descomponer {2 en siete partes disjuntas. Se obtiene:
(@) p—2¢+2z (b) 1 -2 (c) p, (d) 1 -z

3. Llamemos A;, para i = 1,...,4, al evento La i-ésima persona ocupa su silla.
Entonces el evento A = Alguna persona ocupa su silla, satisface A = U}, A;.
Esta unién no es disjunta (las personas 1 y 2 pueden ambas quedar en sus sillas).
Por lo tanto, para calcular P(A) usamos la férmula de inclusién-exclusion:

P(A) = 3 P(A;) = Y P(A4i0 A)+

1<j

> P(AiNA;NAL) — P(A NAyN A3 N Ay). (2)
i<j<k

Nota: En (2), la segunda suma es sobre los pares de indices (del 1 al 4) 4, j, con
i < j. Esto quiere decir que restamos P(A; N Ay) pero no P(A; N A;). Es decir,
cada par de indices se considera una sola vez, como subconjunto de {1,2,3,4},
no como par ordenado. Entonces, la suma en el segundo término de (2) es de 6
sumandos. El mismo comentario vale para el tercer término, que resulta ser de
4 sumandos (y de hecho también para el cuarto).



El resultado del experimento las personas se sientan al azar puede ser descrito
por una lista ordenada, (s1, S, 3, 54), donde s; es la silla ocupada por la i-esima
persona. Por el enunciado, los s; son distintos (no se vale sentarse en las piernas
de otra persona) y son los naturales del 1 al 4. Entonces, hay 4! listas posibles
y todas con la misma probabilidad, 1/4!. El evento A; corresponde a las listas
en que s; = 4, que son 3! (los otros tres elementos pueden ocupar las tres sillas
restantes en cualquier orden). Por lo tanto, P(A;) = 3!/4! = 1/4, para cada 1.
El evento A; N A; corresponde a las listas en que s; = ¢y s; = j, que son solo
dos listas, por lo que P(A; N A;) = 2/4! = 1/12. Similarmente, para i < j < k,
P(ANA;NA) =1/41y P(AiNAyNAsN Ay) = 1/41 Sustituyendo en (2),

nos queda

1 1 1117
PA) = 4% - —6x — +dx — — — ="
(A)=dx g —6xp+dx o —or=0]

. (a) 40/55, (b) 4/6, (c) 15/55, (d) 2/6.

. A los efectos del problema planteado, la identidad de las personas no interesa,
y podemos decir que {2 consta de las (2:) maneras de ocupar n asientos de los
2n disponibles. Sea A el evento No hay dos personas en sillas contiguas. Una
asignacion de sillas en A es la siguiente (en donde O significa silla ocupada y V/
silla vacia):

[OIVIOWV]---[0[V],

es decir, ocupamos las sillas impares. A partir de esta configuracion, pueden
obtenerse las otras en A como sigue: La persona en la i-ésima silla ocupada
la movemos un puesto a la derecha y, para que no queden personas en sillas
contiguas, todas las personas a su derecha también se corren un puesto a la
derecha. Por ejemplo, para i = 2, queda la siguiente configuracién

[OlVIVIOWV]---|o[v]o],

mientras que, para ¢ = 1, quedan ocupadas las sillas pares. El total de nuevas
configuraciones que podemos producir es n, pues ¢ variade 1 an, y

n+1
P(A) = (%) ’
una probabilidad bastante pequena.

. (a) 6/36, (b) 6/36.

. (a) El principio de la multiplicacién nos dice que hay, en total, 2% sucesiones
de 8 C’s y S’s. Este es el niimero de resultados en nuestro espacio muestral.
Por ser la moneda justa, todas estas sucesiones son igualmente probables. Para



producir una sucesién con exactamente 5 C'’s, elegimos 5 de los 8 ‘puestos’ de la
sucesion, y en ellos colocamos la letra C'. Esto podemos hacerlo de (?) maneras.
Por lo tanto la probabilidad pedida es

P(exactamente 5 caras ) = <§> /2% =17/32.

(b) El evento A=A lo sumo cuatro sellos, puede escribirse como A = U} A;,
donde A; es el evento Ezactamente i sellos. Notese que esta union si es disjunta
(no podemos tener, al mismo tiempo, exactamente 2 sellos y exactamente 3
sellos). Por lo tanto P(A) = ©1, P(4;), y cada uno de los sumandos se calcula

como en la parte (a) (recuerde, en particular, que (g) = 1). Asi, obtenemos

P(A)=27"°)" <§> = 163/256.

i=0%

52
(%)
4 12 4 4
13 (3) x (3) < (1) x ()
(C) (52)
5
9. Definamos algunos eventos de interés. B; representa el evento de extraer bola
blanca de la urna I. R, corresponde a extraer bola roja de esa urna. Obviamente,

By y R; forman una particion. Llamemos B, al evento de extraer bola blanca
de la urna II. Se pide Pr(Bj|Bs). Del enunciado tenemos:

(a) (5)’ (b)l—(5)+ 4)<1>

b
PI'(Bl) = ,

T
P -
+ b r(F1) r

2 1
T Pr(By|By) = 3’ Pr(Bs|R:) = 3

El Teorema de Bayes, utilizando como particion By y Ry, nos da:

B Pr(B;) Pr(Bs|Bi)
Pr(Bi|B2) = Pr(By) Pr(Ba|By) + Pr(Ry) Pr(Ba| Ri)

Sustituyendo todos los valores conocidos en esta ecuacion, obtenemos

2b

Pr(Bu|By) = 35—

10. 0.035
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La urna contiene inicialmente r 4+ b bolas. Llamamos R; al evento Bola Roja
en la i-ésima extraccion, y definimos similarmente B;. Con esta notacion, la
secuencia RBRBR corresponde al evento 1N By N R3N B4N Ry y por la formula
de probabilidad condicional iterada, tenemos

P(RBRBR) = P(R\)P(Bs | Ry)...P(Rs | Ry N By Ry N By)
T b r—1 b—1 r—2
(b)) (b= (r+b=2)(r+b—=3)(r+b—4)
Por el mismo procedimiento, tenemos P(RRRBB) =
o r—1 r—2 b b—1
) (b= +b—=2)(r+b—=3)(r+b—4)’

la misma probabilidad que en la parte (a). Observamos que al aplicar la formula
de probabilidad condicional iterada para calcular la probabilidad de una secuen-
cia de extraccién, el denominador siempre sera
(r+b)(r+b—1)...(r+b—m+1) = V" (variaciones de r+b en m), donde m es
el total de bolas extraidas, mientras que en el numerador, luego de reordenar,
aparecen dos factores: V., siendo s el nimero de bolas rojas en la secuencia
considerada y V?, donde t es la cantidad de bolas blancas en la secuencia. Por
lo tanto, la probabilidad de una secuencia dada solo depende de la cantidad de
bolas rojas y blancas en la secuencia y no del orden de extraccion. Ahora bien,
en cualquier secuencia S de extraccién de todas las bolas de la urna, aparecen
r bolas rojas y b blancas, por lo que

rl.o!
PS) = (r+0b)!
Finalmente, el evento de que la tltima bola extraida sea roja, R,,;, corresponde
al evento En una muestra sin remplazo, de r+b-1 bolas, se obtienen b blancas
(es decir, en r + b — 1 extracciones han salido todas las bolas blancas y por lo
tanto la tltima tiene que ser roja), cuya probabilidad calculamos mediante la
férmula para la distribucién hipergeométrica:

(ril)(z): "
(”Fb) r+b

r+b—1

0.0098 ~ 1%. Esta probabilidad puede sorprender un poco por lo baja. Lo que
esta ocurriendo es que la probabilidad de ser portador del virus es mucho menor
que la probabilidad de error en la prueba y, por tanto, la inmensa mayoria de
los positivos en la prueba van a ser falsos. Concluiimos que, para este virus,
una probabilidad de acierto del 99% en la prueba no es aceptable (es muy baja)
y es necesario mejorar la prueba.
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Escribimos A /4 B para denotar que no hay caminos abiertosde Aa By A — B
cuando si los hay. La probabilidad pedida es P(A — B | A /4 C). Para que
ocurra A 4 B ambos caminos entre A y B deben estar bloqueados, por lo que:

P(A— B)=P(B—(0)=1-7p" (3)

Del enunciado entendemos que para ir de A a C, es necesario pasar por B, por
locual A A C =(A— BN B — C)° y por la hipdtesis de independencia,
P(A/AC)=1-P(A— B)P(B— C)=1-(1-p*?=2p?—p*. Finalmente,
notemos que el evento A — BN A /4 C es el mismoque A — BNB A C,yal
usar la férmula de Bayes, resulta

P(A—BNB+AC) (1-p)p* 1-p?

PA=BlAAC) == = =

G oo (0

1000 1000 1000
(200) (200) (200)
Esta probabilidad resulta tan baja porque en una muestra de 200 artefactos,

esperamos encontrar, en promedio, unos 12 danados, por lo que aparezcan solo
dos o menos danados debe ser bastante improbable.

- -

En cualquier lanzamiento de los dados tenemos

6 1

= P(suma de los dados es 7) = — = —.
A lo largo de los lanzamientos sucesivos (e independientes), esta probabilidad se
mantiene constante, por lo cual tenemos una sucesion de ensayos de Bernoulli
independientes con probabilidad de éxito p, y podemos usar la férmula corres-

pondiente a la distribucion Binomial. Tenemos, asi

P(primer éxito mas alld del 12do intento) =

1 12
= P(perder en los primeros 12 intentos) = (1 — 6) ~ (.112,

: 20\ /1\? /5\"
P(ganar 2 veces en 20 intentos) = 5 (6) (6) ~ (.198

y P(ganar 3 6 mas veces en 10 intentos) =

=1 — P(ganar 2 6 menos veces en 10 intentos)

SRORGIORGIONORE



16. 1— %1, (%)(0.15)(0.85)2".

1=

17. Podemos ver la captura de los 50 peces como un procedimiento de muestreo sin
remplazo (el pescador no los regresa al estanque), de una poblacién de 500 in-
dividuos (los peces), de los cuales 300 tienen una caracteristica de interés (estar
marcados). Usamos, entonces, la férmula de probabilidad para la distribucién

hipergeométrica:
I (32000) (23(30)
(55000)

(5)
(%)

P(20 peces capturados estan marcados

y P(ningin pez capturado estd marcado) =

18. (a) 0.0914 (b) 0.904

19. Al tomar un articulo del lote al azar, la probabilidad de que sea defectuoso es
100

p = P(defectuoso) = 8% = . Como el articulo no defectuoso es devuelto al
lote para proseguir el experimento, la probabilidad p se mantiene constante entre
los intentos sucesivos. N + 1 es el niimero de inspecciones hasta encontrar el
primer defectuoso, que podemos ver como el niimero de intentos hasta el primer
éxito en ensayos Bernoulli independientes con la misma probabilidad p de éxito
y, por tanto, la distribucién de N +1 es Geo(p), es decir P(N =n) = p(1—p)",
para n = 0,1,2,.... Entonces, usando la féormula para la suma de una serie

geométrica que aprendimos en la infancia, resulta

PO < N <60)= 3 p(1 - py = L= 2® = (L= p)")

~ (0.0702
i=25 1-(1- p)

20. (a) 3215 <2JB) (0.7)7(0.3)**7, (b) ?iw (72?3(5%]0])
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